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A la pregunta jes facil resolver un sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2 en
la computadora? le siguen dos probables respuestas, y casi invariablemente

;. Es tacil resolver en la computadora un
sistema de ecuaciones lineales 2 x 27

6 de marzo de 2012

Resumen

Resolver un sistema de ecuaciones lineales en la computadora,
aparentemente no implica mayor dificultad; en teoria basta con disenar
un pequeno algoritmo basado en la eliminacién gaussiana para lo-
grarlo. No obstante, como veremos, sin las medidas adecuadas, la
resolucion de un sistema de ecuaciones simultaneas utilizando la com-
putadora puede generar resultados absurdos o erréneos. Este tra-
bajo destaca la necesidad de modificar el método de resolucién con
el fin de obtener un buena aproximacién de la solucién por medios
computacionales; también se analizan algunos casos excepcionales de
sistemas 2 x 2 que nos permitiran establecer la importancia y necesi-
dad de construir un estimador adecuado para medir el mal condi-
cionamiento de los sistemas.

Eliminacion gaussiana en la computadora

la respuesta es afirmativa.

1.1

Evitemos las adivinanzas, veamos qué tan facil es dicha actividad en la com-

i.Realmente es facil?

putadora. En general un sistema 2 x 2 es de la forma



a1 + aere = by
a2171 + ag2T2 = by

Supongamos que el sistema tiene solucién unica y ay; # 0. Por eliminacion
gaussiana

a11T1+ a2y = by

(Clzz - ma12)£52 = by — mb;

donde m = ag;/ai;. Despejando x5 de la segunda ecuacién obtenemos

bg — mb1
X9 = —
Q22 — May2

Sustituyéndola en la primera ecuacién y despejando x; tenemos

b1 — a1272
rn = ———————
ail
Ahora veamos qué pasa al utilizar las férmulas de x5 y 1 para resolver
algunos sistemas de ecuaciones lineales utilizando la computadora, en par-
ticular usamos una hoja de calculo y sugerimos al lector realizar la misma
actividad utilizando el software computacional de su preferencia. El primer

sistema es

21’1 + 51’2 =3
31’1 — 21’2 = -5
cuya solucién exacta es x1 = —1,x9 = 1. En la siguiente tabla se muestra el

resultado de los calculos hechos por la computadora

X1 i)
-1 1

efectivamente, el resultado es correcto. Ahora resolvamos el siguiente sistema
21’1 — 41’2 =3
—T1 — T2 = 0

segin la computadora x; = 0.5 y o = —0.5, al sustituirlos en el sistema
comprobamos que son la solucién buscada.



1.2 La primera dificultad

Seguros de que nuestro algoritmo funciona correctamente, apliquémoslo nue-
vamente al siguiente sistema

10_nl’1 + 29 = 1
I + To = 2 (1)

para diversos valores enteros positivos de n, una observacién antes de ver
los resultados al aplicar el algoritmo es que si n es grande entonces x1 y 2
son cercanos a 1. La siguiente tabla muestra los valores calculados por la
computadora para x;y o:

n X1 i)
1 [ 1.1111111111111100 | 0.8888888888888980
5 | 1.0000100000962000 | 0.9999899998999990
10 | 1.0000000827403700 | 0.9999999999000000
11 | 1.0000000827403700 | 0.9999999999900000
12 1 0.9999778782798780 | 0.9999999999990000
13 | 1.0003109451872700 | 0.9999999999999000
14 1 0.9992007221626410 | 0.9999999999999900
15 1 0.9992007221626410 | 0.9999999999999990
16 | 2.2204460492503100 | 1.0000000000000000
17 1 0.0000000000000000 | 1.0000000000000000
18 | 0.0000000000000000 | 1.0000000000000000

Segun la tabla anterior, para n > 17 tenemos que x; =0y x5 = 1; basta
con sustituir estos valores en la segunda ecuaciéon del sistema para concluir
que dichos valores no son solucién ;jqué sucedié? ;jqué fallo?

Si observamos la tabla, es posible detectar sucesos excepcionales, tal vez
indicios:

1. x; oscila alrededor del valor 1, desde n igual a 12 hasta 15.
2. x9 < 1 hasta n = 15, para los valores subsecuentes de n, x5 = 1.

Una pregunta pertinente podria ser jel comportamiento qué estamos ob-
servando de 9 v x1 es real? veamos, de acuerdo con los férmulas de m,
x1y w9 para el sistema (1) tenemos que



2—10" 11—z,
T 10—

Claramente para n > 1 la variable x5 < 1, ya que 2 — 10" > 1 — 10™ por
lo tanto fjg: < 1. En consecuencia x; > 1, ya que 1 — x5 > 107 por lo
tanto 15?,% > 1.

Lo anterior muestra que tanto la oscilaciéon como los supuestos valores de
cero de xy a partir de n > 17, son teoricamente inexistentes. Este fenomeno
se debe principalmente a la aritmética de la computadora. En este sentido,
al ir creciendo n entonces m cuyo valor en este caso es 10" es claramente
cada vez mas y mas grande, de forma tal que al sumarle o restarle una
cantidad pequena como 1 6 2, en algiin momento para la computadora deja
de tener efecto, generando pérdida de informacion, haciendo que zo =1y
en consecuencia que 1 = 0.

Como hemos visto, resolver en la computadora un sistema de ecuaciones
lineales 2 X 2 no es cosa facil jimaginemos sistemas mas grandes!

Ahora, permutemos las ecuaciones del sistema (1), que como sabemos nos
genera un sistema equivalente al original, es decir, tienen la misma solucién

xr1 =

m = 10", x5

r1+ 9 = 2
10_nl’1 —|— To = 1 (2)

y aplicamos nuestro pequeno algoritmo para algunos valores de n, como lo
muestra la siguiente tabla:

n X1 X9
1 | 1.I111111111111100 | 0.8888888888888890
5 | 1.0000100001000000 | 0.9999899998999990
10 | 1.0000000001000000 | 0.9999999999000000
12 | 1.0000000000010000 | 0.9999999999990000
14 |1 1.0000000000000100 | 0.9999999999999900
15 | 1.0000000000000000 | 0.9999999999999990
16 | 1.0000000000000000 | 1.0000000000000000
17 | 1.0000000000000000 | 1.0000000000000000
18 | 1.0000000000000000 | 1.0000000000000000




De acuerdo con la tabla, para n > 16, z; = 1y 1z = 1. Esta
aproximacion a la solucién del sistema es adecuada, ya que:

1)+ (1) =2
107" +1~1

De hecho, entre méas grande sea n estos valores terminan por ser la solucion
del sistema. Y como el sistema (2) es equivalente al (1) entonces (x; =
1,29 = 1) es la solucién aproximada del sistema (1).

Seguramente el lector atraviesa por cierta confusion, en el siguiente apartado
se aclarara el panorama.

2 Aritmética Computacional

Los sucesos anteriores estan intrinsecamente relacionados con la aritmética
de la computadora. Con el propésito de aclarar esta afirmacion comencemos
analizando el caso del sistema (1).

2.1 Explicacion a la primera dificultad

Fijemos nuestra atencién en x, cuando n = 16, en aritmética exacta xo =
fjgii es claramente menor y cercano a 1, ademas este cociente da como resul-
tado un decimal periédico puro, sin embargo para la computadora el cociente
anterior es 1 jpor qué sucede esto? Veamos, si calculamos exactamente el

dividendo y el divisor del cociente que representa a xy obtenemos

2—-10'% = —-99...998
16

1—10%=—-99...999
16

por lo tanto zo = .9999999999999998. Al realizar estos mismos calculos en
la computadora! resulta, como ya se ha visto que

2 — 1016

2= T 0w -

!Bajo una aritmética con una representacién a 32 bits



y esto pasa por lo siguiente: la aritmética de la computadora es finita y
discreta. Finita porque los nimeros a utilizar se encuentran dentro de un
intervalo donde los extremos son cantidades humanamente manipulables.

Discreta porque los niimeros se conforman por una determinada cantidad
de digitos, comunmente se habla de digitos de precision o digitos significa-
tivos. Si los nimeros rebasan la precisién establecida entonces se aplica la
siguiente accion: si el digito siguiente al ultimo digito significativo es mayor
o igual que 5 entonces se suma un 1 al dltimo digito significativo, y son con-
vertidos en cero todos los digitos que se encuentran después del ultimo digito
significativo. En este sentido, si aplicamos lo anterior a

T2 = .9999999999999998

con una precision de 15 digitos, tenemos que el digito que se encuentra en la
posicién decimosexta es 8 por lo tanto sumamos 1 al 9 de la decimoquinta
posicién, es decir

.9999999999999990 + .0000000000000010 = 1

y por esta razén para la computadora xo = 1. Lo que se ha hecho es lo que
usualmente se llama redondeo[1].

Ahora bien, la ligera explicacién anterior sobre la aritmética computa-
cional ha sido sélo el entremés para explicar el verdadero problema al resolver
el sistema (1). El valor de x; se calcula por medio de la férmula

1-— )
10—

en aritmética exacta ro < 1 o bien 1 — x5 > 0 entonces z; > 0 para
cualquier n > 0; no obstante, como x5 ~ 1 para valores de n grandes y de-
bido a los digitos de precisién de la aritmetica computacional, para algin n
la resta 1 — o = 0. Por ejemplo, para n = 17 en aritmética exacta

T2 = .999999...998
17

y 1 — x5 = .000000...001 que bajo una aritmética a 15 digitos significativos
tenemos que 1 —xo = 0, cuya consecuencia catastrofica resulta en que z; = 0,
situacién que sucede en la resolucién del sistema (1). Este fenémeno se
denomina cancelacion catastrdfical2).



Queda demostrada la sutil diferencia entre la aritmética exacta y la ar-
itmética computacional, con certeza reafirmamos que resolver un sistema de
ecuaciones lineales en la computadora no es facil.

Con estos hechos, es natural buscar una forma conveniente de evitarlos
y garantizar una buena aproximacion a la solucién de un sistema de ecua-
ciones lineales utilizando la computadora; la respuesta la encontraremos en
el andlisis del sistema (2). Para este sistema

1-2(10")
2= T T g

y cuyo comportamiento para valores de n es el mismo que en el caso del
sistema (1), lo cual no debe asombrarnos por ser sistemas equivalentes. En
el caso de x; tenemos que

r1 = 2— X9

en aritmética computacional xo <1 (o = 1 cuando n = 16) entonces z; >
1, que corresponde a su comportamiento real, y no se observa por ninguna
parte la cancelacion catastréfica. De esto surge una primera conclusion: la
operacion elemental de permutar ecuaciones en un sistema lineal
puede modificar sustancialmente la soluciéon bajo una aritmética
computacional.

Una pregunta que se antoja natural es ;Cuando permutar ecuaciones con
el propédsito de obtener una buena aproximacién a la solucion de un sistema
de ecuaciones lineales? De los sitemas (1) y (2), claramente el segundo con-
lleva al mejor resultado, por ello conviene observar el comportamiento del
multiplicador m y las incégnitas para ambos sistemas de ecuerdo con los
calculos computacionales realizados

Sistema(1) | Sistema(2)
m > 1 m <1
T2 <1 T9 <1
0<z9<3 r1 > 1

De acuerdo con la tabla, cuando m > 1 los resultados de la resolucién fueron
catastroficos; por otra parte, cuando m < 1 se obtuvo un buen resultado,
es decir, si el multiplicador es menor que 1, hay mayor posibilidad de éxito.
Bajo esta idea, m < 1 implica que a9 < ai;, donde ay; es el pivote,
entonces jel pivote debe ser el mayor de los coeficientes correspondientes a la
misma columna! En conclusién obtendriamos el siguiente criterio:permutar
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las ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales con el fin de
obtener como pivote al mayor de los coeficientes asociados a la
variable que se quiere eliminar.

En el subsecuente apartado enunciaremos un método adecuado para re-
solver computacionalmente un sistema de ecuaciones lineales bajo lo hechos
anteriores.

3 Modificando el Método de resolucion

El método de Gauss es el algoritmo tradicionalmente usado para resolver un
sistema de ecuaciones lineales. La idea central se basa en la aplicacién de las
operaciones elementales entre ecuaciones lineales con el fin de transformar
el sistema original en un sistema equivalente facilmente de resolver. De las
tres operaciones elementales, la mas utilizada es la de sumar un multiplo de
una ecuacion a otra ecuacion con el fin de eliminar incégnitas, desde luego, la
eliminacién tiene un orden, por ejemplo, para un sistema de nxn se inicia por
sustraer multiplos de la primera ecuacién a las n—1 ecuaciones restantes a fin
de eliminar de ellas la primera incognita. Desde luego se sustraen multiplos
de la segunda ecuacién a las n — 2 ecuaciones restantes a fin de eliminar de
ellas la segunda incognita; este proceso se repite hasta obtener una ecuacion
con una incégnita.

Las ecuaciones de las que se van obteniendo multiplos usualmente se les
dice ecuaciones pivote, y se llama pivote al coeficiente de la incognita que
serd eliminada de las ecuaciones restantes. La resolucién de un sistema n xn
implica el calculo de "22_ “* multiplicadores de la forma 3 con b # 0, el pivote
en turno.

El resumen anterior del también llamado método de eliminacién muestra
una unica restriccién para que un coeficiente sea pivote, ser distinto de cero.
Como ya vimos en el apartado anterior, bajo una aritmética a k digitos
significativos, no es suficiente con elegir un coeficiente distinto de cero como
pivote, también se necesita que el pivote sea el mayor en valor absoluto de
los coeficientes candidatos. Por ejemplo, en el sistema

30_111’1 + 29 = 1
—X1 + To = 2 (3)

tenemos dos cantidatos para ser pivotes 307! y -1, como | — 1] > [3071}
entonces elejimos como pivote al coeficiente cuyo valor es -1. Debido a que el



pivote elegido es un coeficiente de la segunda ecuacién, se necesita permutar
las ecuaciones para llevar a cabo la eliminacion como se establece en el método
de Gauss. Con esto ultimo el sistema (3) es transformado en el siguiente
sistema equivalente

—X1 + X9 = 2
30_111’1 + 29 = 1

procedemos a la eliminacién de z; de la segunda ecuacién, tal como se hizo
en la introducciéon para encontrar las féormulas del multiplicador y de las
incégnitas. El lector puede verificar que la solucién aproximada del sistema
es xr1 = —1 y xo = 1; también se recomienda resolver el sistema (3) sin
permutar las ecuaciones.

Recapitulando, la modificacién del método de eliminacién tiene como
proposito obtener una buena aproximacién computacional de la solucion de
un sistema de ecuaciones lineales. De los fenémenos analizados se concluye
es conveniente agregar dos indicaciones en el proceso de resolucion:

1. Elegir de entre los coeficientes correspondientes, el mayor en valor
absoluto para ser el pivote.

2. Si la ecuacion pivote no se encuentra en la posicion que le corresponde,
aplicar la permutacion conveniente.

A este algoritmo se le llama comunmente eliminacién gaussina con Pivoteo
Parcial[3]. Una vez resuelta la situacién anterior tiene sentido preguntarse
,como asegurarnos que la solucién obtenida computacionalmente es la cor-
recta? Hay distintas maneras de medir la bondad de la solucién aproximada,
la més natural se encuentra al sustituir la solucion aproximada en el sistema
de ecuaciones lineales para determinar qué tan satisfactoria es, de esto y
otras cosas hablaremos con detalle en el siguiente apartado.

4 Residuo y Error

Como hemos visto, al resolver un sistema lineal en la computadora obten-
emos aproximaciones a la solucion del sistema. En teoria una solucién debe
satisfacer el sistema, pero en el caso de una soluciéon computacional bas-
taria con un “casi” satisfacerlo. Por ejemplo, supongamos que dos personas
encuentran por distintos métodos las soluciones

o [ 2057 _ [ 1.99
T 502 |7 TT| —1.314



como aproximacion a la solucién del sistema

3342, — 1.091z, = 1.759
3.001z1 + 99825 = 5.004 (4)

.,.Cémo saber cudl de las dos aproximaciones propuestas es la mejor? Una
primera idea es sustituirlas en el sistema. Al hacerlo con Z obtenemos

.334(2.015) — 1.091(—.592) = 1.318882
3.001(2.015) + .998(—.592) = 5.456199

denotamos por
- { 1.318882 ]

b=1 5456199

a simple vista se puede observar la diferencia entre by b jcuanta? hagamos

la resta
- 1.318882 B 1.759 | | —.440118
| 5.456199 5004 | 1452199

con el mismo juego para T tenemos que

7 _ [ 2100006
~ | 4.684626

y la diferencia entre by b es

. 341906
b-b= { —.319374 }

ante estos resultados, la solucién que “mejor” satisface al sistema (4) es T
porque sus elementos estdn més cercanos a cero. A las diferencias entre b
v b con respecto a b se les llama vectores residuales. En general, si z* es la
solucion computacional, el vector residual es

r=Ax"—b

donde A es la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales y b el
vector columna de términos independientes. En el caso de un sistema 2 x 2, si
el vector residual es ~ (0, 0) entonces la solucién computacional es una buena
aproximacion a la solucién exacta del sistema; y ya que hablamos de cercania
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entre el vector residual y el vector cero, es posible calcular su proximidad en
términos de la distancia entre ellos, regularmente llamada residuo

A" = bl = || = V/ri? + 722

con r = (ry,73). Por ejemplo, el residuo para & es .6310 y para z es .4679,
bajo la comparacion de estos datos, la conclusién es la misma que se obtuvo
con el vector residual, Z es la mejor solucién.

Alternativamente podemos comparar una soluciéon computacional respesto
a la solucion exacta; claramente es necesario conocer la solucion exacta para
llevar a cabo la comparacion, informacién que en realidad se desconoce. Sin
embargo vale la pena ahondar en el tema, por ello, supongamos que se conoce
la solucién exacta de un sistema lineal y una solucion computacional, el wvec-
tor error es la diferencia entre ambas. Por ejemplo, la solucion exacta del

sistema (4) es
_ 2
S |

. [-o15
CZTTT= 408

y el vector error para z es

para la pimera entrada de z el error respecto a la primera entrada de x
es < 107! y para la segunda es < 1 ;& es buena aproximacién? En el caso

de T
002
=TT =1 314

donde el error para la primera entrada de Z con respecto a x es < 1072 y para
la segunda es < 1. De acuerdo con los datos del vector error, Z es la mejor
aproximacion a la solucién que , esta misma conclusién la obtuvimos con
el residuo. De igual forma se puede calcular la distancia entre una soluciéon
computacional y la solucién exacta, una vez calculado el vector error e =

(e1,e2), el error es
lell = Ver? + e2?

Dejamos al lector calcular el error para las soluciones aproximadas T y &
respecto a x. Ahora consideremos el siguiente sistema

1.29697; + .8648z, = .8642
216121 + 144125 = .1440 (5)
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cuya solucion exactaes 1 =2y xo = —2. Resolviendo el sistema en la com-
putadora con el algoritmo de eliminacién gaussiana, la solucién aproximada
que obtenemos es

1 = 2.00000000359962

o = —2.00000000240030

y el residuo es < 107'%; no hay duda, es una buena aproximacién.

A manera de experimento modifiquemos muy poquito el lado derecho del
sistema (5), por ejemplo, cambiemos by por .1441 para obtener el siguiente
sistema

1.29697; + .8648z, = .8642
2161z + 144125 = .1441 (6)

Sugerimos al lector tomarse un minuto para pensar ;cémo debe ser la solucién
de este sistema?

Una vez mas resolvemos este sistema con la computadora ;ya tienes el
resultado? Sera este

1 = —8646.00001344409
9 = 12967.0000201615

.es el que esperabas? Quiza se piense increible el resultado, sobre todo
si crefas que la solucién seria aproximadamente (2, -2), lo cual pareceria
razonable a consecuencia de adicionar a by del sistema (5) una cantidad
cercana a cero como 107%. Conviene calcular el residuo para dar certeza al
resultado anterior, este es < 10719 jpequeiio!

Hagamos otro movimiento, ahora cambiemos b, por .1439

1.29697; + .8648z, = .8642
216121 + .144125 = .1439 (7)

la solucion computacional de este sistema es
1 = 8650.00001344649
r9 = —12971.0000201651

el lector puede verificar que el residuo es < 1070 ;qué estd pasando?

Las soluciones computacionales de los sistemas (5), (6) y (7) son total-
mente diferentes y los cambids en by son pequenos como lo muestra resumi-
damente la siguiente tabla
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bg X1 )
.1440 | 2.00000000359962 | -2.00000000240030
1441 | -8646.00001344409 | 12967.0000201615
1439 | 8650.00001344649 | -12971.0000201651

. Porqué sucede esto? ;Qué tienen de especial los sistemas (5), (6) y (7)? Evi-
dentemente hay una explicacion para este fendmeno, de esto trata el siguiente
apartado.

5 Mal Condicionamiento

Imaginen se recopila informacién de cierto fenémeno, el modelo matematico
que resulta es un sistema de ecuaciones lineales como el siguiente

010z, + 009z, = .019
012z + .011zs = .023 (8)

Después de un tiempo, nuevamente se recopila informacién sobre el mismo
fenémeno, originando este sistema

010z, + .009z5 = .019
01221 + 011z = .024 (9)

la tinica diferencia visible se encuentra en el lado derecho de los sistemas, par-
ticulamente en el término independiente asociado a bs, y hay que notar que
ésta es pequena. La légica nos sugiere resolver uno de los sistemas, tomar su
solucion como solucion del otro bajo el argumento que cambios pequenos en
los valores del lado derecho de un sistema le corresponden cambios pequenos
en la solucion. Sin embargo, en la iltima parte del apartado anterior nos
percatamos que esto puede resultar falso y por lo tanto un falso argumento,
ya que un cambio pequeno en el lado derecho de un sistema puede generar
soluciones muy diferentes, a este tipo de sistemas les llamaremos Mal Condi-
cionados.

Para el caso de los sistemas lineales anteriores, la solucién exacta del
(8) es (1,1) y la del (9) es (—3.5,6), evidentemente son bastante diferentes
respecto a la pequea diferencia entre los sistemas. Dada la existencia de sis-
temas de ecuaciones lienales inestables, nos planteamos dos cuestiones que
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consideramos importantes para comenzar con el andlisis de este tipo de sis-
temas: porqué tal comportamiento y como saber, sin que quepa la duda, si
un sistema estd mal condicionado.

Contestaremos las preguntas en el orden en que han sido escritas. Veamos
las gréficas de los sistemas (8) y (9) para encontrar informacién sobre su
comportamiento

2 0102, + .00925 = .019
—e- 0122 + 0112y = 023

0102, + 00925 = 019 LY

- 0122, 4 0112y = 024 \

Figura 2: Sistema (9)
A primera vista, la graficas muestran una caracteristica peculiar e impor-
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tante de los sistemas: las rectas casi se empalman o estdn muy pegadas, es
decir, tienen casi la misma inclinacién o pendiente.

Lo anterior explica por que pequenos cambios en el lado derecho del sis-
tema provocan cambios sustanciales en la solucién, ya que cambiar el lado
derecho del sistema equivale graficamente a subir o bajar las rectas, desde
luego las pendientes no cambian; ese desplazamiento mueve el punto de inter-
seccién inicial, como sucede entre los sistemas (8) y (9). Ademads, en cuanto
mas pegadas estén las rectas o se parezcan sus pendientes, la interseccion
tendra saltos considerables, a veces abismales como en el caso de los sistemas
(5), (6) y (7); dejamos al lector que grafique los mencionados sistemas y
verifique que son indistingibles las rectas.

Para continuar consideramos conveniente utilizar la notacién matricial de
un sistema de ecuaciones lineales

a1 Qa2 Z _ by
a1 Q22 To ba

denotamos por A la matriz de coeficientes, por x el vector columna de
incégnitas y por b el vector columna de términos independientes. Recorde-
mos que un sistema tiene solucién unica si su matriz de coeficientes tiene
determinate distinto de cero

det A = a110a22 — Q12421 7é 0

una matriz con determinante igual a cero se dice singular.

Regresando a lo graficamente observado, la caracteristica del mal condi-
cionamiento de un sistema 2 x 2 esta relacionada con la casi misma inclinacion
de las rectas; analiticamente, las pendientes de las rectas son casi iguales, dig-
amos que my y ms son las pendientes de dichas rectas, entonces

mi1 =< Mo

Si escribimos en la forma simplificada las ecuaciones de las rectas que rep-
resenta el sistema obtendriamos que % =myy % = Mg, y como las
pendientes son casi iguales entonces

aip @21

~

a12 22

y con un poco de algebra nos percatamos que

11022 — 12021 ~ 0
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es decir, el determinate de la matriz de coeficientes es casi cero o la matriz es
casi singular. Esto parece ser una buena forma de saber cuando un sistema
de ecuaciones lienales estda mal condicionado, veamos si es asi. El sistema (8)
en su forma matricial es

010 .009\ (x| _ [.019
012 .011) \zy)  \.023

el que sabemos estd mal condicionado, el determinante de su matriz de coe-
ficientes es
.000002

por lo tanto es casi singular; aparentemente el determinante de la matriz de
coeficientes es un buen estimador del mal condicionamiento de un sistema de
ecuaciones lienales. Hagamos una prueba mas, determinemos si el siguiente
sistema esta mal condicionado

100002, +9000z2 = 19000
01221+ .01z = .023 (10)

lo que es facil porque basta con calcular el determinate de

10000 9000
012 .011

que resulta ser 2 jdista de ser cero! Podemos concluir que el sistema (10) no
estd mal condicionado ;estamos seguros? Desconfiando un poco del resul-
tado, graficamos nuestro sistema para liberarnos de la duda

Figura 3: Sistema (10)
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.Se parecen las graficas de la figura 2 y 37 Sin duda, no hay diferencia
entre ellas, de hecho son iguales. La figura 3 muestra ineludiblemente que el
sistema (10) estd mal condicionado, esto contradice la conclusion obtenida del
determinante de su matriz y que evidentemente necesitamos aclarar. El sis-
tema (10) es equivalente al sistema (8), basicamente se multiplicé la primera
ecuacién de (8) por 1000000, por lo tanto el determinante de la matriz de
coeficientes del sistema (10) es un miltiplo de la matriz de coeficientes del
sistema (8)

10000 9000 .010 .009
det ( oo 011) = (1000000) det (‘012 011) = (1000000)(.000002) = 2

esto revela que el determinante no es buen estimador del mal condicionamiento
de un sistema de ecuaciones lineales, ya que basta con multiplicar por un
escalar cualquiera de las ecuaciones para modificar el determinate pero el
sistema sigue siendo mal condicionado.

Estamos casi como iniciamos, sin un estimador del mal condicionamiento,
sin embargo nos hace falta explorar otros caminos. Para empezar notemos
que si hay mal condicionamiento

BRE
a21 22

es decir, una columna de la matriz de coeficientes del sistema es casi un
muiltiplo de la otra o son casi depende una columna de la otra. Graficamente
tenemos un par de vectores bastante juntos cuando el sistema esta mal condi-
cionado como el caso del sistema (8), cuya grafica de sus vecores columna es

o

/

Figura 4: Vectores Columna de Matriz de Coeficientes del Sistema (8)
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Como se puede notar, las graficas de las figuras 1 y 4 comparten una con-
figuracion peculiar. Las rectas como los vectores en las respectivas figuras
son casi paralelos, indudablemente es la matriz de coeficientes quien deter-
mina dicha configuracién grafica, y por lo tanto la que contiene informacion
trascendental del sistema de ecuaciones lineales. En la siguiente seccién bus-
caremos la forma de aprehender a la matriz de coeficientes, interrogarle hasta
hacerle revelar los secretos necesarios para establecer un estimador adecuado
para medir el mal condicionamiento.

6 Indice de Sensibilidad

Las graficas han mostrado que la sensibilidad o mal condicionamiento de
un sistema 2 x 2 estd fuertemente asociado al casi paralelismo, ya sea de
las rectas o de los vectores columna de la matriz de coeficientes; también
descubrimos que los vectores columna de la matriz de coeficientes son casi
multiplos pero caminamos en una direcciéon equivocada. Lo que nos lleva a

formular otra pregunta ;qué tratamiento dar a esta informacién para medir
la sensibilidad?

6.1 Obertura para medir la sensibilidad de un sistema

Multiplicar una matriz y un vector, siempre que sea posible, genera un nuevo
vector. Sila matriz A es 2 X 2 y o es un vector columna en R?, entonces el
producto Az es un vector columna en R% Por ejemplo, dado un vector en el

plano, digamos
1
2= o]

(1)

al muliplicarlos se suscitaria claramente un cambio. La matriz A transfor-
maria el vector e; en el vector
1
H

la siguiente figura muestra la transformacion

y una matriz A
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Figura 5: Transformacién

Esto mismo sucede con el vector

e[t
|

Seguramente ya se alcanzd a observar que A - ey es la primera columna de
Ay A - ey es la segunda columna de A; a partir de este punto, denotamos
por C7 y Cs las columnas de A. En la idea de encontrar una configuraciéon
conveniente para extraer informacién relevante, notemos que los vectores ey
y ey son perpendiculares, al multiplicarles A se transforman en C; y Cb,
en el caso de que el sistema este mal condicionado, los vectores serian casi
paralelos.

Ahora pensemos que en el plano tenemos un cuadrado cuyos vertices son
(1,1), (=1,1), (=1,—1) y (1,—1) o bien €1 + €3, —e1 + €2, —€1 — €3y €1 — €3,
respectivamente. En qué figura se transforma dicho cuadrado al multiplicarle
cualquier matriz a sus puntos?

Supongamos que la matriz es

30
(0 2)
19
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—e1 4 e, . +e1tex

(3,2 . (3,2)

e : 3
i Jon

—e1—eg”

e

(=3,-2) ) (3,-2)

Figura 6: Transformaciéon de un cuadrado

entonces la transformacién del cuadrado seria un rectangulo con vértices
(37 2)> (_37 2)> (_37 _2) y (37 _2)
Evidentemente para este caso (] = { g } y Oy = { g ], si esta matriz

fuera la de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales, podriamos hablar
de buen condicionamiento del sistema lineal como estimarlo sin recurrir a la
graficacion?

Hay que observar una vez mas la figura 6 ;qué relaciéon tienen las dimen-
siones del rectangulo con el problema? ;A caso la proporcion entre el largo
y el ancho del rectangulo nos puede ser 1util? Antes de contestar este par
de preguntas conviene mostrar de forma un tanto sencilla que un cuadrado
unitario se convierte en un paralelogramo.

Como ya vimos, los vertices del cuadrado unitario son e; + ey, —e; +
€y, —€1 — €3 Vv €1 — eo, dada cualquier matriz A con columnas C; y Cs, si
multiplicamos A a los vértices del cuadrado tenemos que

A(61—|—62):A'61—|—A'62201—|—02
A(—61—|—62):—A'61—|—A'62:—Cl—|—02
A(—61—62):—A'61—A'62:—Cl—02

A(61—62):A'61—A'62201—02

donde Cy 4+ Cy, —Cy 4+ Cy, —C1 — Cy y € — Oy, son los vértices de un
paralelogramo. El ancho y largo estan estrachamente relacionados con las
columnas de la matriz A.
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6.2 Estimando la sensibilidad

Retomando la tranformacién del cuadrado unitario por la aplicacion de la

matriz
3 0
0 2

que resulté en un rectangulo. Un sistema de ecuaciones lineales asociado a
dicha matriz no estaria de ninguna manera mal condicionado; el rectangulo
de la transformacion esta basado en la posicion de los vectores columna de
la matriz, de hecho su ancho es

12C5 ]| = 2(vV02 4 22) =4

y su largo es

1201 = 2(V/32 + 0%) = 6

Con esta infomacién ;es posible medir la sensibilidad? Dado que un sistema
de ecuaciones lineales es mas sensible en cuanto el paralelogramo que le
representa tenga una anchura cada vez menor. Entonces una manera que
parece adecuada para medir la sensibilidad es la razén entre el largo y el
ancho del paralelogramo; digamos que el indice de sensibilidad de un sistema
de ecuaciones lineales es

IS Largo del Paralelogramo de A

Ancho de paralelogramo de A

Hay que notar, que el minimo valor que puede tomar el IS es 1. Denotemos

por § al indice de sensibilidad; de este modo, §(4) =% =15 .
Ahora pensemos en otra situacién posible, que los vectores columna de

una matriz 2 X 2 no sean necesariamente ortogonales ;como calcular §? Por

ejemplo, la matriz
1 4
5= (3 3)

cuyos vectores columnas representan al paralelogramo de la figura 7 ;Cual
es el ancho? Resulta ser
[ — |

donde w es el vector columna con menor longitud y w es la proyeccion ortog-
onal de  sobre el vector columna de mayor longitud. Por lo tanto,

«m) - vl

|l — ]
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con v el vector columna de B con mayor longitud.

- 1 . 4
De este modo para los vectores columna @, = ) y dy = (3) tenemos

Figura 7: Vectores no ortogonales.

que ||di]| = V10 = 1.778 y ||@2|| = V25 = 5 respectivamente. Por lo que
necesitamos encontrar la proyeccién ortogonal de d; sobre d,, digamos w =
13

>t o
kdy con k = 2192 para este caso k = L2 ~ 0.52 por lo tanto
llaz|1*’ 25

L 13747 [ 208
=951 37| 1.56

de aqui que ||@ — @ = /(2.08 = 1)2 + (1.56 — 3)2 = 1.8, por lo que con-
cluimos que

5
4(B) = {5 ~2TT8

es decir, la matriz B no estda mal condicionada. Ahora apliquemos esta idea
a la matriz de coeficientes del sistema (8), la cual es

A 0.010 0.009
~\0.012 0.011

realizando los correspondientes calculos llegamos a que

$(A) ~ 122
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bajo esta estimacién, aseguramos que la matriz esta mal condicionada, asi
tambin se puede observar en su gréfica, a una escala de 0.002 por marca (ver
figura 8).

d

oe /
00g, 0 01% Q01 3]

r 4
i

V4

Figura 8: Grafica de matriz mal condicionada

Esta misma matriz tiene, de acuerdo con Matlab, un nimero condicion
igual a 222.9955. Sorprendentemente para la matriz

1.2969 0.8648
0.2161 0.1441

el niimero condicén es 2.4973x 10 y el indice de sensibilidad es aproximadamente
1.7286 x 10%, en ambos casos concluimos que la matriz esta mal condicionada.

6.3 Indice de sensilidad para culquier matriz cuadrada

El indice de sensibilidad de una matriz A de n x n se calcula bajo una
idea similar a la del apartado anterior. Primero determinamos cual es el
vector columna de menor longitud, es decir, para ay, ds, ..., @, tenemos que
u = {a; : ||ail| = min{||ar||, ..., ||an||}}. Sean &, ¢, ..., -1 los vectores
columna de A con mayor o igual longitud que @ y determinamos las n — 1
proyecciones ortogonales, digamos, Py1, Py, ..., Pyn—1) entonces el indice de
sensibilidad de la matriz A es

, a;
S5(A) = ma:z{inpn' _H ﬁH}
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